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6. DEPENDENCIA LINEAL Y BASES.

6.1. DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAL

Dado un conjunto de m vectores {uq, u,, ..., u,,} € R", se considera el sistema que tiene la

siguiente expresién vectorial:

XUy + XUy + -+ XUy, =0

e Si el sistema es compatible indeterminado, se dice que el conjunto {uq, Uy, ..., U, } € R™
es linealmente dependiente.
e Sjel sistema es compatible determinado se dice que el conjunto {u4,u,, ..., u,,} € R" es

linealmente independiente.

OBSERVACION

Para ver si un sistema homogéneo es compatible determinado o compatible indeterminado,
basta con calcular el rango de la matriz de coeficientes. Asi, dado el conjunto
{uq,uy, ..., up} € R, sea A € M,,xm, la matriz cuyas columnas son los vectores dados,

entonces:

e Sirango(A) <m, se tiene que el conjunto {uy, Uy, ..., U} € R™ es linealmente
dependiente.
e Sirango(A) =m, se tiene que el conjunto {uq, Uy, ..., uy} € R"® es linealmente

independiente.

Se puede definir rango(A) como el nimero méaximo de vectores linealmente independientes,

en el conjunto de los vectores columnas (o filas) de la matriz A.

EJEMPLO 6

1 0 2 1 -1
Determinarsis{ 2 ),{ =1, 1 ),{ O |, | 1 es un conjunto linealmente dependiente o
1 -1 -1 -1 2

independiente. En caso de ser linealmente dependiente obtener un conjunto de vectores mas

pequefio, que genere el mismo subespacio vectorial.
Solucion:

Se calcula el rango de la matriz A cuyas columnas son los vectores dados:
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1 0 2 1 -1 1 0 2 1 -1
A=12 -1 1 0 1 ]~({0 1 3 2 -3
1 -1 -1 -1 2 0 0 0 0 O

Se tiene que rango(A) = 2 < 5, luego el conjunto es linealmente dependiente.

Ademads, la forma candnica por filas de la matriz A tiene los pivotes situados en las columnas
primera y segunda, eso indica que los vectores situados en esas dos columnas de A, generan el

mismo espacio que el conjunto de todas las columnas:
1 0 2 1 -1 1 0
Lyg2,l-1),{1[,{ 0] 1 =Lil2], -1
1 -1 -1 -1 2 1 -1

Se llama base de un espacio (o subespacio) vectorial a un conjunto de vectores generador del

6.2. BASES

espacio (o subespacio) y que es linealmente independiente

EJEMPLO 7

1 0 2 1 -1
Siendo 4 = (2 -1 1 0 1 ), determinar una base del espacio Col(A4), y otra base
1 -1 -1 -1 2

del espacio Nul(4).

Solucién:
1 0 1 0
En el ejemplo 6 se ha visto que Col(A) = L4 2],| —1 |, asisetieneque B; =3[ 2 ],{ —1
1 -1 1 -1
1 0
es un conjunto generador de Col(A). Ademds, rango| 2 —1 | = 2, por tanto el conjunto B,
1 -1

es linealmente independiente, de ambos resultados se deduce que B; es una base de Col(A).

En el ejemplo 4 se vio que un conjunto generador de Nul(4) es:

(/=2 -1 1\
-3 -2 3
B, = 1 |(,|] 0 |,]0 , ademads se puede comprobar facilmente que
0 1 0
0 0 1
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-2 -1 1
-3 -2 3

rango| 1 0 0 | = 3, por tanto B, es linealmente independiente. De ambos resultados
0 1 0
0 0 1

se deduce que B, es una base de Nul(4).

OBSERVACION

Un espacio o subespacio vectorial puede tener muchas bases, pero todas sus bases tienen

siempre el mismo nimero de elementos.

6.3. DIMENSION

Se llama dimensién de un espacio o subespacio vectorial S, y se escribe dim (§), al nUmero de

elementos que tiene una cualquiera de sus bases.

EJEMPLO 8

1 0 0
Demostrar que el conjunto B3 = {(0),(1),(0)} es una base del espacio R3, y calcular la

0 0 1

dimensién de R3.

Solucién:

Dado que la matriz cuyas columnas son los elementos de B3 es la matriz identidad
1 0 0

I3={0 1 0], surango es 3, de donde se deduce que B? es linealmente independiente, y

0 01

todo sistema que tenga a I3 por matriz de coeficientes sera compatible determinado, por lo

que B2 es un conjunto generador de R3, y por tanto base.
El nimero de elementos que tiene la base B3 es 3, asi que dim(R3) = 3.

Esta base recibe el nombre de base candnica de R3.

6.4. BASES CANONICAS Y USUALES

6.4.1. BASE CANONICA DE R"

Se llama base candnica de R™, y se nota por B, al siguiente conjunto de n vectores:
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055

BZ}: e = 0 , 8 = 0 y ey €1 = 0 ,€n = 0
: : 1 0 J
0 0 0 1

Y se tiene que dim(R") = n.

OBSERVACION

La base candnica de R", tiene la caracteristica de que al colocar sus vectores en columna en
una matriz, se forma la matriz identidad I,,. No todos los subespacios vectoriales tienen una
base con esas caracteristicas, sin embargo, en todos los espacios y subespacios vectoriales se
puede encontrar una base que al colocar sus vectores en columna en una matriz, se obtiene
una matriz en forma candnica por columnas (o al colocar los vectores en filas se obtiene una
matriz en forma candnica por filas). Dicha base recibird en estas unidades el nombre de base

usual del subespacio.

|6.4.2. BASE USUAL DE UN SUBESPACIO VECTORIAL S

Sea B; = {u4,uy, ..., u, } una base del subespacioS S R™. Se dird que B; es la base usual de S
si al colocar sus vectores en una matriz por columnas, resulta una matriz A € M, en forma

canodnica por columnas.

O bien, al colocar los vectores en una matriz por filas, resulta una matriz A € M., en forma

canodnica por filas.

EJEMPLO 7B

1 0
Obtener la base usual del subespacio vectorial que tiene por base: B; = {(2) , <—1>I
1 -1

Solucion:

base B, enfilas:(1 2 1)~(1 0

-1\ _ s .
0 -1 -1 1)—baseBuenfllas



